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摘 要 : 警示 传播 算法 作为 一 种 基本 的 信息 传播 算法 ， 其 收敛 时 求解 可 满足 性 问题 十 分 有 效 ， 但 因子 图 结构 较为 复 
杂 时 ， 算 法 往往 不 收 你 导致 求解 失败 。 为 了 对 这 种 现象 给 予 理论 解释 ， 同 时 对 警示 传播 算法 收 伊 性 进行 有 效 分 析 ， 
利用 树 分 解 方法 构造 了 命题 公式 对 应 因子 图 的 树 宽 度量 模型 ， 计 算 可 满足 随机 实例 的 树 帘 。 建 立 树 宽 与 警示 传播 算 
法 收 你 性 之 间 的 关系 ， 给 出 了 基于 树 宽 的 警示 传播 算法 收 你 性 判定 条 件 。 通 过 实验 分 析 ， 结 果 表 明 该 方法 有 效 ， 对 
于 分 析 其 他 信息 传播 算法 收 你 性 分 析 研 究 具有 十 分 重要 的 意义 。 
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Convergence analysis of warning propagation algorithm for based on tree width 


Xie Zhixina, Wang Xiaofeng® ti, Yu Zhuoa, Cao Zexuana, Wu Yuxianga, Mo Chunhuia 
(a. Country Dept. of Computer Science, b. The Key Laboratory of Images & Graphics Intelligent Processing of State Ethnic 
Affairs Commission, North Minzu University, Yinchuan 750021, China) 


Abstract: The warning propagation algorithm, as a basic information propagation algorithm, is very effective in solving the 
satisfiability problem when it converges. However, when the structure of factor graph is more complex, the algorithm often 
does not converge, resulting in solving failure. In order to give a theoretical explanation for this phenomenon, and to effectively 
analyze the convergence of warning propagation algorithm, which using tree decomposition method to constructed the tree 
width measurement model of factor graph corresponding to propositional formula, and calculated the tree width satisfying the 
random instance. The relationship between tree width and convergence of warning propagation algorithm is established, and 
the convergence judgment condition of warning propagation algorithm based on tree width is given. The experimental results 
show that this method is effective, and it is very important to analyze the convergence of other information transmission 
algorithms. 
Key words: warning propagation algorithm; convergence; tree width; propositional formula; satisfiability problem 
0 二 当前 对 WP 算法 收敛 性 研究 已 经 取得 了 一 些 成 果 。2001 
引言 FE，Weiss YH 等 人 得 出 当 因子 图 只 有 一 个 环 时 ， 算 法 收敛 且 
约束 满足 问题 (constraint satisfaction problem, CSP) 在 人 得 到 的 值 为 变量 边缘 分 布 的 有 效 近 似 。2007 年 ，Maneva Ets] 
工 智能 研究 领域 中 有 着 深远 影响 Ll, 并 受到 领域 专家 的 广泛 。 ”等 人 对 植 入 指派 的 随机 指派 的 可 满足 实例 产生 模型 给 出 一 个 
关注 。 现 实 是 世界 中 许多 问题 可 以 归 约 到 CSP 问题 ， 如 图 着 ”收敛 性 条 件 ， 但 其 应 用 仅 局 限于 该 型 实例 产生 模型 ， 欠 缺 在 
色 问 题 ， 旅 行商 问题 (TSP)， 调 度 问 题 等 。 可 满足 性 判定 问题 。 3-SAT 实例 产生 模型 上 判定 应 用 。 植 入 指派 中 ， 当 概率 p 足 
(satisfiability, 简称 SAT) 是 典型 的 CSP 问题 , 已 经 被 证 明 是 ” 够 大 时 ， 产 生 的 实例 高 概率 有 一 组 满足 赋值 。2013 年 ， 王 晓 
NP 完全 的 和 内， 其 NP 完全 性 广泛 扩展 应 用 于 其 他 领域 NP 完 从 9] 等 人 对 两 个 变量 不 属于 一 个 子 句 的 特殊 SAT 结构 进行 看 
全 问题 研究 。SAT 问题 是 研究 对 于 给 定 命题 公式 ， 是 否 存在 ” 究 ， 给 出 一 个 基于 高 斯 模型 算法 收敛 的 充分 必要 条 件 ， 但 只 


、\ 
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一 组 布尔 变量 赋值 ， 使 该 命题 公式 为 真 。 由 于 SAT 问题 地 广 证 明 p 取 值 很 小 的 一 部 分 植 入 指派 实例 ,应 用 受 限 。2014 年 ， 


和 由 


泛 应 用 和 核心 地 位 ， 受 到 了 学 者 们 普遍 关注 。 Su Qinliangt010 等 人 利用 半 定 规划 检查 基于 高 斯 模型 算法 的 

物理 学 家 提出 一 种 基于 统计 物理 学 的 警示 传播 算法 ”收敛 性 ， 对 算法 的 收敛 性 进行 了 分 析 研 究 ， 对 于 半 定 规划 问 
(Warning Propagation ，WP)5， 是 一 种 最 基础 的 信息 传播 算 题 求解 的 瓶颈 在 于 计算 , 当 SAT 问题 规模 增 大 即 因 子 图 规模 
法 ， 主 要 是 基于 因子 图 上 进行 警示 信息 的 传递 和 迭代 。 当 算 加 且 变 得 复杂 时 , 半 定 规模 检查 效率 较 低 且 非 常 困难 。2016 


王晓峰 M2 等 人 对 消息 矩阵 为 半 正 定 算 阵 的 算法 进行 了 收 


法 收敛 时 ， 对 部 分 变 元 进行 固定 取 值 并 对 公式 进行 化 简 ， 以 
实现 SAT 问题 求解 。 但 随 着 因子 图 结构 逐渐 复杂 ,信息 在 出 性 分 析 ， 给 出 了 收敛 的 充分 必要 条 件 。2018 年 ， 余 光 伟 (3 
现 的 环 路 中 无 限 循环 传播 ， 使 得 警示 信息 无 法 收敛 到 一 个 固 人 基于 (3,4)-SAT 问题 研究 了 修正 WP 算法 的 收敛 性 , 得 出 
定 值 ， 最 终 导 致 WP 算法 求解 失败 ， 该 现象 称 为 算法 不 收敛 。 修正 WP 算法 在 正则 问题 上 收敛 ， 但 在 过 程 中 需要 将 3-SAT 
[1。WP 算法 收 问题 是 问题 有 效 求解 的 保证 ， 因 此 ,研究 WP ”问题 转换 为 (3,4)-SAT 特殊 结构 , 且 WP 算法 在 转换 后 的 实例 
算法 的 收敛 性 对 WP 算法 的 应 用 有 着 重要 的 意义 。 上 对 可 满足 性 判定 失效 。2020 年 ， 崔 立 04 等 人 研究 了 WP 可 
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解 公式 上 警示 传播 算法 的 收 剑 性， 给 出 了 WP- 可 解 公式 上 警 警示 传播 算法 迭代 过 程 在 因子 图 上 进行 ， 已 经 证 明 当 因 


示 传 播 算法 收敛 的 一 个 充分 条 件 。2021 年 ， 牛 进 053 等 人 利用 子 图 为 树 型 结构 时 ， 信 息 传播 算法 可 以 有 效 收 敛 ， 对 于 因子 
结构 人 概 念 对 WP 算法 收敛 性 进行 了 分 析 并 给 出 一 个 收敛 阐 图 含有 多 个 回路 的 图 形 结构 的 实例 ,信息 传播 算法 不 总 有 效 ， 
值 ， 但 社区 划分 准确 性 欠缺 评价 指标 ， 影 响 因 子 图 结构 粒 的 常 表现 为 不 收敛 PC 。 
准确 计算 。2022 年 ， 梁 晨 06 等 人 利用 K 维 结构 炉 对 调查 传 1.2 警示 传播 算法 
播 算法 (Survey Propagation ，SP) 收 敛 性 进行 分 析 ， 给 出 一 个 WP 算法 中 子 句 节点 传递 给 变 元 节点 的 消息 为 警示 信息 
收敛 的 充分 条 件 ， 但 其 中 所 要 求 的 结构 信息 最 小 化 满足 条 件 记 作 ww;。 其 值 为 1 时 表示 子 句 a 的 可 满足 性 由 变 元 的 取 值 
较 难 达到 。 以 上 对 WP 算法 收敛 性 研究 基本 基于 特殊 模型 或 决定 ， 值 为 0 时 ， 则 表示 变 元 的 取 值 无 法 对 子 句 a 的 可 满足 
应 用 于 某 种 具体 情况 ,对 于 非特 殊 结构 因子 图 算法 研究 缺失 。 性 起 到 决定 性 作用 。WP 算法 的 信息 更 新 迭代 方程 一 般 写 为 
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因此 ,对 于 WP 算法 收敛 性 分 析 研 究 仍 需 要 大 量 工作 去 完成 。 警示 信息 之 差 形式 ， 如 下 ; 

因子 图 结构 对 WP 算法 收敛 性 影响 巨大 ， 随 着 问题 规模 wD= IIe -| 3 Pa-D- D ou- (1) 
赠 大 ， 因 子 图 中 节点 和 边 数 增加 ， 导 致 WP 算法 信息 传递 变 jeven i je 

得 十 分 复杂 。1991 年 ，Robetson NL7I 等 人 在 文章 中 提出 树 分 若 子 句 a 中 仅 包含 变 元 闷 时 ， 说 明子 句 a 的 可 满足 性 
解 技术 ， 该 技术 的 目标 在 于 将 图 分 解 为 一 棵 树 ， 利 用 树 上 的 变 元 二 决定 ， 则 将 wu- 的 值 记 为 1。 在 WP 算法 收敛 的 情况 
结构 信息 反映 原 图 的 一 些 性 质 。 图 的 树 宽 (Tree widt 了 h) 和 树 分 。” 下， 可 以 根据 警示 信息 来 固定 变 元 * 的 值 : 

解 (Tree decomposition) 对 问题 的 求解 提供 了 一 条 新 途径 ， 对 B= 5 hs, O) 
图 进行 树 分 解 ， 将 难 解 问题 的 图 模型 限制 在 有 限 树 宽 中 ， 问 ey 

题 可 以 求解 。 从 计算 角度 出 发 ， 树 宽 与 可 处 理性 有 着 重要 联 i 和 > uy (t—l)— > u(t—1) (3) 
系 ， 限 制 树 宽 参 数 可 用 于 限制 组 合 爆炸 ， 低 树 宽 意味 着 计算 Ws 0 

的 快速 完成 。 研 究 发 现 ，CNF 公式 因子 图 为 一 棵 树 时 ， 其 可 H; <0 时 ， 赋 值 为 0， 态 >0 时 ， 赋 值 记 为 1， 和 否则 暂时 
满足 性 可 以 在 多 项 时 间 内 判定 。 文 献 [18] 利 用 树 宽 参 数 对 约 不 对 二 进行 赋值 。hi : 腔 域 , 当 尺 变 元 只 出 现在 子 句 a 中， 


束 满足 问题 中 的 QCSP(Quantified Constraint Satisfactiom 问题 赋值 为 1。 

进行 限制 ， 得 到 一 个 多 项 式 时 间 复 杂 度 的 求解 算法 。 利 用 一 算法 1 WP 算法 

种 特殊 的 树 型 结构 ， 文 献 [19] 将 正则 公式 对 应 的 因子 图 转换 输入 : CNF 公式 ， 迁 代 终 止步 数 tnax。 

为 树 型 结构 ， 并 给 出 了 随机 正则 (3,D-SAT 的 可 能 相 变 点 。 文 和 输出， 收敛 时 输出 警示 信息 或 未 收敛 。 

献 [20] 利 用 树 分 解 技 术 求 解 了 受 约 束 的 可 满足 性 问题 ， 雷 莹 a) 构造 相应 因子 图 。 

等 人 利用 树 分 解 对 SAT 问题 进行 了 分 析 , 并 给 出 了 求解 难度 b) 初始 化 迭代 次 数 t=8, 对 因子 图 上 每 条 边 对 ,以 均等 概率 从 {8@， 
与 树 宽 之 间 的 关系 。WP 算法 的 收敛 性 与 其 因子 图 结构 密切 1} 随 机 选择 一 个 进行 赋值 。 


相关 ， 引 入 树 宽度 量 因子 图 的 结构 特性 ， 同 时 树 宽 还 可 以 反 c) for t=1 to tnax。 


映 分 解 后 小 问题 的 规模 ， 更 好 反映 问题 的 复杂 程度 ， 相 较 于 对 因子 图 的 边 进行 随机 排列 , 根据 随机 排列 的 顺序 , 利用 式 (1) 
以 往 的 信息 传播 算法 那 收敛 性 分 析 ， 没 有 条 件 限制 ， 适 用 范 对 警示 信息 必 ， 进行 更 新 。 
围 广 ， 同 时 从 因子 图 结构 分 析 更 好 地 反映 命题 公式 结构 特征 d) if 1 .,(D) =u,(t-)) 
与 其 收敛 性 之 间 联 系 ， 进 而 在 因子 图 结构 性 质 上 完善 对 WP Wy = Wai(D) 
算法 收敛 性 质 研究 。 返回 必 ，。 
综 上 所 述 , 本 文 对 WP 算法 求解 SAT 问题 时 收敛 性 进行 退出 循环 。 
分 析 研 究 。 利 用 树 宽 的 概念 ， 在 G(n,3,m) 模 型 产生 不 同 的 规 e) if t ==tnax 
模 的 SAT 实例 上 ， 使 用 树 分 解 算 法 求 得 树 宽 ， 对 命题 公式 因 返回 未 收敛 。 
子 图 结构 信息 进行 了 分 析 ， 提 出 了 SAT 实例 的 树 宽 模 型 ， 通 根据 WP 算法 的 迭代 过 程 及 迭代 方程 可 以 看 出 ，w-~ 的 
过 WP 算法 的 收敛 情况 ， 分 析 WP 算法 的 收敛 性 和 树 宽 之 间 ，” 值 对 固定 变 元 二 的 值 十 分 重要 ， 在 固定 变 元 规模 下 ， 因 子 图 
关系 ， 给 出 基于 树 宽 的 WP 算法 收敛 判定 条 件 。 规模 趋 于 复杂 时 ， 同 一 变 元 出 现在 不 同 子 句 概率 迅速 增加 ， 
并 且 环 路 出 现 且 数目 急剧 上 升 ， 式 (中 w- 的 计算 与 w-) 密 


1 ”相关 知识 


切 相关 ，w- 用 来 计算 在 子 句 a 中 出 现 的 变 元 在 其 他 子 句 中 


1.1 因子 图 的 消息 值 ， 同 一 变 元 出 现在 不 同 子 句 中 数目 越 多 ， 需 要 计算 
对 子 图 (Factor Graph) 是 一 个 二 部 图 , 表示 许多 变量 的 “全 的 信息 越 多 , 此 时 w-; 计算 变 得 更 加 复杂 引起 求解 时 间 增 加 ， 

局 ”函数 分 解 成 “局 部 ”函数 的 乘积 ?I。 图 中 包含 两 类 节点 ， 且 每 次 迭代 后 的 信息 值 趋 于 稳定 的 概率 越 低 ， 算 法 收敛 概率 
变 元 与 子 句 节 点 。 圆 形 表示 变 元 节点 ， 方 框 表示 子 句 节点 ， 受到 明显 影响 。 算 法 收敛 时 ， 可 以 得 到 警示 信息 的 固定 点 ， 

实 线 表 示 变 元 在 子 句 以 正文 字 出 现 ， 虚 线 表 示 变 元 在 子 句 中 根据 固定 点 信息 进行 部 分 变 元 赋值 , 进行 CNF 公式 简化 以 完 
以 负 文字 出 现 出 现 。 例 : 对 于 一 个 CNF 公式 : 成 求解 .由 于 问题 规模 的 增加 , 变 元 出 现在 更 多 的 子 句 中 ， 

F=(W VoVA)ANM VG VA VGVvV ms)A 根据 式 (3) 的 计算 过 程 ， 腔 域 计 算 随 着 因子 图 规模 增加 计算 量 

(VV NG)= ,0 034 迅速 增长 ， 增 加 了 计算 时 间 ， 且 在 每 一 次 迭代 中 计算 得 到 

其 因子 图 如 图 1 所 示 。 的 信息 也 因 复 杂 图 结构 导致 相 邻 两 次 计算 不 同 ,最 终 不 收敛 ， 

算法 失效 。 当 算法 不 收敛 时 ， 连 代 至 设 定 最 大 和 达 代 次 数 ， 求 

解 时 间 达 到 最 大 ， 但 此 时 算法 已 求解 失败 ， 友 代 次 数 不 是 算 


法 求解 时 间 的 主要 影响 因素 .因此 ,在 WP 算法 和 欠 代 过 程 中 ， 
妹子 图 结构 对 WP 算法 性 能 影响 重大 。 

1.3 树 分 解 与 树 宽 

图 1 因子 图 树 宽 可 以 用 来 度量 图 的 复杂 结构 ， 研 究 人 员 发 现 ， 将 规 
Fig.1 Factor graph 模 大 的 难 解 问 题 利用 树 分 解 思 想 ， 将 其 分 解 为 规模 较 小 的 易 
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录用 


让 


节点 外 


使 


F 刻 


的 树 分 解 ， 


某 个 马 。 

c) 若 户 k, 7 为 树 中 的 三 个 节点 , 当 j 在 1 到 上 的 路 径 上 ， 
则 有 v 属 了 
树 分 解 的 宽度 等 
点 数 


树 型 结构 1 


谢 志 新 ， 等 : 


笃 问 题 ， 求解 十 分 有 效 。 图 G=(7,E), 对 其 进 
改 广 进行 划分 ， 使 民 


行 树 分 解 即 对 


G 尽 可 能 地 划分 为 一 棵 树 型 结构 ， 
妈 中 一 个 节点 子 集 对 应 树 王 (1 记 结构 中 的 一 个 节点 , 其 
中 了 为 分 解 树 节点 。 树 宽 描 述 
到 G 的 结构 性 质 , 将 图 的 树 宽 作为 一 个 参数 反映 问题 


基于 树 宽 的 警示 传播 算法 收敛 性 分 析 


™ 


筷 ， 在 树 型 结构 


百 ,@、， 


复杂 度 ， 同 时 对 算法 在 求解 问题 时 的 一 些 性 质 可 以 进 


的 求解 
行 刻 画 


加 中 节点 子 集 构 成 一 个 包 (bag)， 


[4] 记 为 消 点 序 (Elimination ordering)， 
n}o 


大 小 减 1。 


月 


区 -1: iEN, EE 
妈 G 的 树 宽 为 其 最 小 树 分 解 的 宽度 。 
加 G =( 瑚 下， 令 三 | 几 双 射 大 > 


~ 


To=(%,) 表 示 一 个 
了 G 节点 集 的 非 空子 集 。 其 中 : 


在 连 
由 


Hr 


也 中 最 小 的 一 个 最 大 团 
上 集 构造 分 解 树 


对 于 图 G， 存 在 一 个 大 小 超过 4 的 环 ， 这 上 
lE 接 v3 和 v5 使 其 构成 一 个 环 ， 在 树 分 解 后 的 树 
构 中 ,将 v3，v5，v6 放 入 一 个 包 ， 作 为 一 个 树 节点 。 根 


节点 民有 时 ， 
川上 


cee 


天 


日 智 能 算法 构造 树 分 解 的 一 些 策 
造 树 分 解 


2 消 点 序 构造 树 分 解 


这 是 


成 树 节 点 ， 将 每 次 有 边 


3 


2 


记 


往生 


收敛 怕 
析 ， 相 关系 统 理 
的 结构 复杂 性 ， 办 


居 节 点 加 边 构 成 一 个 环 并 记录 。 
果 作 直到 所 有 节点 删除 完毕 ， 根 据 消 点 序 ， 反 向 4 
医 系 的 点 放 在 一 个 包 中 。 
进行 合并 包 操 作 ， 使 得 包 序列 


区 


的 任意 两 点 存在 一 条 边 ， 那 么 它们 必 同 时 属于 


分解 后 最 大 包 中 


改 合 [n]={1,2,3,… » 


寺 于 图 G 中 任何 大 小 超过 4 的 环 路 ， 存 
点 的 弦 边 ， 使 其 环 路 大 小 不 超过 3， 


的 
同时 也 有 利 
有 给 出 利用 消 点 序 构 


不 存在 包 与 包 之 间 真 


G， 和 其 树 分 解 结果 。 


V2,V3,V5 


V5,Vv6,v8 


加 的 树 分 解 

Fig.2 Graph and tree decomposition of graph 
命题 公式 的 树 宽 
WP 算法 在 求解 3-SAT 问题 时 十 分 有 效 ， 但 在 难 
比 时 WP 算法 求解 失效 。 因 此 ， 研 究 WP 
十 分 重要 。 当 前 对 于 WP 算法 在 


V3,V5,V6 


在 树 分 解 中 删除 


昌 树 宽 的 定义 ， 其 分 解 后 的 树 宽 为 max(lzl-1:7ED 刀 , 其 树 宽 为 


V5,V7 


妈 G 的 树 分 解 


T 


| 


六 区 | 


一 


图 上 的 收敛 1 


论 分 析 仍 旧 欠 缺 ， 本 文 利 用 


树 宽 度量 基 


ul 


ey 
bc 
滨 


妈 树 宽度 量 模型 ， 对 因子 图 的 村 


让 困 冰冰 东 
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进行 分 析 和 研究 ， 实 现 对 WP 算法 在 因子 图 上 收敛 性 分 析 。 
2.1 因子 图 处 理 

树 分 解 算法 应 用 于 无 向 图 分 解 ， 因 子 图 是 一 种 包含 两 类 
节点 ， 两 类 边 的 图 结构 。 树 分 解 过 程 中 ， 分 解 树 的 构造 过 程 
中 ， 需 要 利用 节点 的 度 和 节点 之 间 的 边关 系 信息 去 构造 分 解 
树 。 对 于 图 G 树 分 解 后 的 树 宽 m(G) 有 如 下 基本 性 质 。 
性 质 123 对 图 G 存在 mw(G)>y(G)>o(G) 。 其 中 ca(G) 为 图 
G 中 的 小 节点 度数 ，Y(c) 由 式 (4) 给 出 : 


|v|=-1 if G is a clique 
7(0)= min sax{d(w),d(y)}, otherwise (人 
U,VEV (U,V)E, 


性 质 1 可 知 ， 树 分 解 生 成 的 树 宽 与 节点 类 型 和 边 类 型 
无 关 ， 因 子 图 中 的 变 元 节点 和 子 句 节点 ， 在 树 分 解 过 程 中 将 
视 为 一 类 点 ， 根 据 树 分 解 宽度 的 定义 ， 因 子 图 中 表示 变 元 在 
子 句 中 以 正 负 文字 出 现 的 两 种 边 ， 不 影响 树 宽 计算 ， 视 为 一 
种 边 即 可 。 
根据 树 分 解 过 程 ， 在 进行 树 分 解 算法 处 理 时 ， 先 将 因子 
图 中 的 变 元 和 子 名 节点 转换 为 一 类 节点 表示 ， 将 表示 变 元 以 


al 02 OQ3 (op 


G3) (4) 3) 
OO Ot 


7 


ND ~、 167( ) ( )589 
一 全 > 下 下 
“sa ( )479 
图 3 因子 图 树 分 解 


Fig.3 Factor graph tree decomposition 

根据 图 3 所 示 处 理 过 程 对 于 因子 图 转换 后 进行 树 分 解 处 
理 ， 分 解 结果 得 出 给 定 因子 图 分 解 树 中 最 大 包 节 点 为 {2，6， 
7，8，9}， 由 树 宽 定义 计算 树 宽 为 4。 
2.2 树 分 解 算法 及 树 宽 度量 

对 于 给 定 命题 公式 G(n,3,m) 生 成 相应 的 因子 图 ， 将 其 按 
照 因 子 图 处 理 过 程 先 进行 转换 ， 随 后 利用 基于 消 点 序 的 树 分 
解 算法 生成 相应 的 树 分 解 。 实 验 中 使 用 树 分 解 算法 为 近似 分 
解 算法 ， 即 分 解 得 到 的 树 宽 近 似 图 本 身 的 宽度 。 
消 点 序 树 分 解 算法 中 , 消 点 序 影响 着 树 分 解 的 求解 质量 ， 
好 的 消 点 序 得 到 的 树 宽 更 加 接近 其 本 身 树 宽 ， 同 时 在 求解 时 
间 上 大 多 占 优 。 构造 一 个 好 的 消 点 序 是 困难 的 , LB 算法 基于 
王 意 消 点 序 进行 树 分 解构 造 且 表 现 良 好 。 文 中 在 LB 算法 的 
基础 上 ， 增 加 在 子 句 节 点 和 因子 节点 内 进行 随机 排序 生成 消 
点 序 的 规则 ， 规 则 规定 对 两 类 节点 消 点 的 顺序 ， 在 消 点 填 边 
各 下 ， 保 证 了 不 在 变 元 节点 与 子 句 节点 之 间 增 加 边 ， 进 而 不 
影响 WP 算法 警示 信息 的 传播 过 程 。 

消 点 序 规 则 : 每 次 生成 的 CNF 公式 中 , 对 变 元 和 子 句 节 
点 进行 编号 ， 变 元 编号 在 变 元 个 数 范围 内 随机 生成 ， 子 句 节 
点 编号 在 变 元 节点 之 后 编号 数目 之 后 随机 生成 。 根 据 树 分 解 
规则 ， 此 时 填 边 不 影响 WP 算法 运行 。 
LB 算法 根据 消 点 序 进行 填 边 处 理 ， 实 现 图 的 三 角 化 得 
到 其 弦 图 , 对 于 图 中 存在 的 环 利用 其 处 理 逻 辑 进 行 填 边 操作 ， 
保证 大 小 超过 四 的 环 存在 弦 边 .LB 算法 三 角 化 结果 如 图 4 所 
不 。 


esiy 


对 于 LB 算法 需要 初始 化 序列 ， 这 里 按照 图 中 点 的 编号 
给 出 序列 为 {a,b,c,qd,ef }。 首 先 对 a 点 进行 处 理 ，a 的 邻接 点 
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录用 定稿 谢 志 新 ， 等 : 
集 有 {a,b,c}( 包 含 自身 )， 以 a 的 邻接 点 集 构造 的 连通 分 量 有 


{q,ef}， 对 d，f 进 行 加 边 ， 
三 角 化 生成 弦 图 。 


复 过 程 ， 实 现 图 


G 的 LB 


[ey 


虚线 表示 添加 的 边 ， 按 照 序列 如 


(图 G 


b) 图 G 的 LB 三 角 化 


图 4 LB my 


Fig. 4 


算法 3 ”LB 的 树 分 解 算法 
序列 限制 的 V 序 页 
H 及 树 宽 。 


输入 : 图 6=(V,E)， 
输出 : 化 的 图 
a) 初始 化 : G->H; @ ->F。 


b) for x in al: 


计算 x 的 的 邻接 点 集 


F+F? ->F; 
c) 对 构成 的 图 H, L 
集 的 包 ， 连 接生 成 分 解 树 。 


Lb triangulation 


A 
o 


Nn[x] 得 到 以 其 为 分 割 符 的 连通 分 量 ， 对 


每 个 连通 分 量 的 邻接 点 通过 加 边 构 成 环 ， 加 边 集 记 为 F?; 
(V,E+F)->H。 
消 点 序 反 向 构成 包 集 ， 


删除 其 中 为 其 他 包 的 真子 


沿 


d) 分 解 树 中 最 大 的 包 中 节点 数目 减 1 为 分 解 树 宽 。 
WP 算法 在 求解 kSAT 问题 时 ， 可 以 将 难 解 区 域 变 窗 , 利 


性 进行 判定 ， 即 对 算法 
问题 进行 了 分 类 。 
公式 的 结构 复杂 性 


用 分 解 树 的 树 宽 参数 对 NP- 难 问题 
在 难 解 区 域 失 效 且 表现 为 不 收敛， 
效 性 给 出 了 判定 条 件 ， 
该 算法 求解 CNF 公式 的 机 
分 解 过 程 中 将 因子 图 分 解 为 树 型 结构 ， 


页 进行 分 类 ， 由 于 WP 算法 
通过 树 宽 对 WP 算法 收敛 
同时 对 KSAT 
反映 了 CNF 


宽 ， 


树 型 结构 体现 不 同 变 元 和 子 句 的 联系 以 及 形成 树 节点 中 原 图 


节点 之 间 的 相关 性 ， 
表达 。 


利 


利用 本 算法 对 WP 算法 收敛 
算法 收敛 性 研究 中 对 命题 公式 和 图 模型 结构 限制 相 比 ， 


j 树 宽 参 数 对 因子 图 的 结构 信息 进行 


性 进行 分 析 研 究 , 与 其 他 WP 
使 用 


范围 不 受 限制 ， 
子 医 


究 提 供 新 的 思路 和 方向 。 
3 收敛 性 分 析 
本 文 利 / 


且 给 出 的 判定 
结构 上 对 WP 算法 收敛 性 分 析 ， 
传播 算法 中 最 为 基础 的 一 种 ， 为 其 他 信息 


模型 G(n,3,m) 产 生 随机 实例 ， 


条 件 使 用 方便 。 完 善 了 在 因 
同时 WP 算法 作为 信息 


传播 算法 收敛 性 研 


其 中 1 为 变 元 个 


数 ，3 表示 每 个 子 句 的 长 度 ，m 为 子 句 个 数 ， 其 中 m 个 子 句 


从 所 有 可 能 的 


2.G 个 子 句 随机 均匀 选择 。 本 实验 选取 两 组 实 


验 数 据 对 比 ， 


变 元 规模 分 别 设 


六 站 


为 n=100 和 n=150， 两 


验 设 置 WP 算法 最 大 迭代 次 数 都 为 1000。 
De te NA ne 


对 因子 图 的 结构 和 WP 算法 的 


.35 


收 放 性 有 着 电 要 影响 。 这 里 取 a 从 2 到 


由 于 同一 约束 密度 生成 的 随机 SAT 实例 会 


SAT 实例 , 为 消除 其 影响 , 对 同一 约束 密度 的 
组 ,实验 所 得 树 宽 值 为 100 组 实例 | 
对 于 非 整数 均值 ; 
青 况 进行 统计 ， 计 算 其 收敛 率 ，SAT 实例 树 宽 随 实例 
约束 密度 变化 如 图 


的 收敛 | 


图 5、6 
SAT 实例 时 ， 


变化 趋势 ， 其 横 坐 标 为 约束 密度 a 。 


递增 梯度 为 0.05。 


出 现 极 少数 异常 


实 


长 速度 逐渐 放 绥 ， 说 明 在 树 分 解 过 程 中 
构 逐 渐 复杂 ， 树 分 解 4 


基于 树 宽 的 警示 传播 算法 收 伊 性 分 析 


列 中 ， 
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随 着 约束 密度 a 的 增长 ， Pe a 但 其 增 


， 随 着 规模 因 了 


敛 率 与 SAT 实例 树 宽 之 


间 


多 中 环 路 


结构 区 域 稳定 。 图 


妹子 图 


的 关系 。 


Fig. 5 


Fig. 6 


则 的 关系 , 进而 
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图 5 SAT 实例 的 树 宽 分 布 (n=100) 
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图 6 SAT 实例 的 树 宽 分 布 (n=150) 
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图 7 WP 算法 收敛 概率 分 布 (n=100) 


ee tbe 说 明基 
7、8 对 比 了 WP 算法 收 
给 出 树 宽 与 收敛 性 之 


图 的 


Fig.7 WP algorithm converges probability distribution(n=100) 


二 + 
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图 8 WP 算法 收敛 概率 分 布 (n=150) 


Fig.8 WP algorithm converges probability distribution(n=150) 


行 取 整 操作 。 每 组 实例 对 


随机 实例 取 100 
算法 3 求 得 树 宽 的 均值 ， 


WP 算法 运行 


5、6 所 
分 别 描述 


不 。 


组 变 元 规模 分 别 为 100 和 150 的 


SAT 实例 因子 图 的 树 宽 随 着 约束 密度 o 增长 的 


在 两 组 不 同 规模 的 SAT 


图 7、8 分 别 展示 了 WP 算法 收敛 概率 随 树 宽 tw 变化 的 
情况 , 统计 WP 算法 在 100 组 实例 上 收敛 个 数 , 计算 得 到 WP 


算法 收敛 概率 ， 
WP 算法 收敛 概率 又 然 下 
树 宽 tw 过 62 


当 树 宽 值 超过 当前 规模 实例 的 树 宽阔 值 时 ， 


降 至 不 收敛 。 当 实例 变 元 规模 n=100， 


时 ，WP 算法 在 随机 SAT 实例 求解 
当 63 三 tw 三 67 时 ，WP 算法 在 随机 SAT 实例 上 的 收敛 概率 


上 完全 收敛 ， 


从 1 迅速 下 降 至 0。 当 实例 变 元 规模 n=150, 树 宽 tw 三 91 时 ， 


WP 算法 在 所 


实例 上 完全 收敛 , 当 92 志 tw 三 100 时 ，WP 算 


录用 定稿 


站 hinaV i 全 1 
LNINAIVD 


( 儒 甘 日 第 ] 


: 基于 树 宽 的 警示 传播 算法 收 化 性 分 析 


谢 志 新 ， 等 


法 在 随机 SAT 实例 上 的 收敛 概率 迅速 下 降 到 0。 从 图 7、8 可 
以 得 到 WP 算法 在 大 多 数 实例 上 高 概率 收敛 ， 但 一 旦 超过 某 
一 阔 值 ，WP 算法 收敛 概率 又 降 ， 几 乎 不 收敛 。 

随机 SAT 实例 中 ,对 同一 约束 密度 ， 实 验 中 会 得 到 不 同 
的 树 宽 ， 对 应 因子 图 中 出 现 环 路 和 某 些 变 元 节点 度 不 同 。 当 
约束 密度 增加 ， 树 分 解 算法 的 求解 时 间 也 相应 增加 ， 文 中 树 
分 解 算法 对 与 当前 节点 和 其 邻居 节点 构成 的 连通 分 量 中 增加 
边 ， 因 子 图 约束 密度 增加 ， 环 路 相应 增多 ， 对 应 的 连通 分 量 
增加 ， 故 增加 了 求解 时 间 。 同 时 ， 约 束 密度 增加 ， 意 味 着 子 
句 节点 的 增加 , 树 分 解 的 宽度 也 与 图 中 节点 数目 相关 , 当 WP 
算法 的 收敛 概率 突然 下 降 ， 其 树 宽 仍 缓慢 增加 ， 相 比 于 随机 
SAT 实例 的 规模 ， 树 宽大 小 与 增长 速度 都 远 小 于 随机 实例 。 
这 对 研究 信息 传播 算法 在 难 解 实例 上 因子 图 的 结构 信息 与 算 
法 收敛 性 提供 了 一 定 的 基础 。 
因子 图 的 结构 对 WP 算法 性 能 影响 巨大 ， 实 验 中 给 出 了 
两 个 变 元 规模 下 的 WP 算法 收敛 的 充分 条 件 ， 对 于 其 他 规模 
随机 SAT 实例 WP 算法 收敛 时 的 树 宽阔 值 也 可 提供 该 方法 得 
出 。 


4 ”结束 语 


盲 息 传播 算法 在 求解 3-SAT 问题 时 十 分 有 效 ，WP 算法 
作为 一 种 基本 的 信息 传播 算法 ， 研 究 其 性 质 对 其 他 信息 传播 
算法 有 着 重要 作用 。 本 文 提出 了 一 种 度量 命题 公式 结构 特征 
的 算法 ， 利 用 树 宽 表 示 因 子 图 的 结构 信息 ， 在 实验 中 得 到 了 
不 同 规模 随机 实例 的 树 宽 变化 和 WP 算法 收敛 性 变化 ， 给 出 
在 不 同 规模 随机 实例 算法 收敛 时 的 树 宽 充 分 条 件 。 下 一 步 工 
作 ， 将 树 分 解 算法 进行 改进 以 求 得 更 加 接近 图 树 宽 的 分 解 树 树 
宽 , 同时 将 树 分 解 策略 应 用 与 其 他 信息 传播 算法 的 收敛 性 分 析 ， 
并 对 树 宽 与 因子 图 复杂 性 的 关系 进行 深入 的 分 析 和 验证 。 
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